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INTRODUCTION 
In the present paper we investigate Bernstein algebras as a part of our investigations on 
non-associative algebras. The notion of a Bernstein algebra was introduced by P. Holgate 
(1975) when he gave an algebraic formulation of the so-called Bernstein's problem that is to 
c¥assify al idempotent， quadratic operators mapping the set of n-dimensional vectors x= (x" 
x" "'， xn) where x，>O，l'x，=l， into itself. 
A commutative non-assosiative algebra A over a commutative field κof characteristic宇2
is called a Bernstein algebra if and only if there exists a nontrivial algebra homomorphism i1! 
A→κsatisfying the equation (x')'=ω(x)'x' for al x in A. In 1987 A. Worz-Busekros showed 
that a Bernstein algebra is equipped 、.vithan algebraic structure c¥osely related to that of a 
Jordan algebra， especially that the well-known decomposition A=EEBUEBZ with respect to an 
idempotent e， where E=Ke， U= {xEA I ex=I/2x} ， and Z= {xEA I ex=O} ， isnothing else 
but the Peirce decommposition for finite-dimensional power司associative algebras with 
idempotents， in particular for Jordan algebras with idempotents. Therefore it is an interesting 
matter for us to clarify how far a Bernstein algebra is from a Jordan alg凶raand to extract 
some signficant Jordan subalgebras from it. Although Bernstein algebras of low dimension 
were classified包yHolgate in 1975， it is left open to classify al Bernstein algebras of arbitrary 
dimension. 
In the folIowing we refine the necessary and sufficient condition， that is obtained by A. 
Worz-Busekros， for a Bernstein algebra to be a Jordan algebra. As corollaries it turns out 
that the power-associativity and the Jordan condition are mutually equivallent for a Bernstein 
algebra over a field K of characteristic手2，3，5and that the core B=EEBUEBU' of a Bernstein 
algebra A is a Jordan algebra under the assumption that every element in U is the square of 
some element in A. As an application we take up the open question posed by M.Koecher 
(1980) that says "Are there interesting commutative algebras A that are not Jordan algebras 
and nontrivial ma予pingsf:AxA→A satisfying f(x，y)EM(A) for al x， y in M(A)?" (where 
M(A) is the subset of an algebra A consisting of al αin A satifying the "weakened Jordan 
identity" 
xy.a'十2xa・uαエヱx(y.a')+2(y.xα)α口 x(ya.a)+y(xα・α)+(xy'α)α
for al x， y in A) and it is shown that M(A) for A in some c¥asses of Bernstein algebras 
satisfies above condition with f(x，y) =xy. 
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1 . Bernstein代数の一般的性麓
以下において，Kは様数字 2の(可換)体とし，A
はK上のま汀換な非結合的代数(有線次元とは|浪らな
L うとする.
Aにおいて次の条件(1. 1 )を満たす， nontrivial 
な代数機向型写像ω:A→Kが存在するとき，A言r:K
上の Bernstein代数とよぶ
〕??
?• 
???? 、 (a') '=ω(α〉匂 aEA
Bernstein 代数の様準的な実例は文獄 [IJ[4Jに
siられるが，代数的な鋭点から典裂的な例を以下につ
くる
体KJ:.の任意のベクトノレ空前JAとA上の nontrivω
ialな線形形式ωとが与えられたとする.Aの25己α，
bの積α。bを
(1.2) α 。b=→t{ 印山ω(ωα〕山 φ 
によつて定めれば，切らかにAはK上のTIJ換代数とな
り， a2=a 0 a=ω 〔α)α を満たす.さらに
ω(α 。b)=ω(α)ω(b)がなりたつから， ωはAか
らKへの代数殺!可塑写像で， (1.1)を満たす.従っ
て，AはK上の日ernstein代数となる この場合Aは
さらに Jordan代数ともなっていることが?(;f.易にわか
る.一般に体K上の可換代数Aのすべての元α，bが
等式
(αb)a'=α(ba') (Jordan飽き事式〕
を満たすとき，AはJordan代数とよばれる
上記の関係式(1.2)は滋存の任意のBernst巴m代
数に対しても新しい積aobを導入するのに適用でき
る(一般には ab手a0 bである).即ち，任意の
Bernstein代数は一般にBernstein代数として 2震の構
造を手ぎする ab=αo bとなるのは特殊な場合に限る.
これがなりたつための lつの条件は次の命題で与えら
れる.
命題 1. Bernstein代数Aにおし、て，Aのどの5eも
Aのある元の平方に等しいならば，
。b=α。b a， bEA 
がなりたつ.
証明.aをAの任gの元とし，a=b'， bεA，とす
る.このとき，
α'=(b')'=ω(bりが=臼(a)a.
従って α吋{(叶b)'-a'一的=
i {剖川
これはαobに等しい. (説明了)
以下に Bernstein代数の一般的性質をリストアップ
する (cf.[1 J [4 J) . 
次の(1.1')，(1.1")はそれぞれ条例二(1.1)か
ら線形化によって得られる(関係式(1.2)を用いて
いる).Aのすべての元日，b， c， dに対して，
(1.1') 2αb'ac+α2・bc=2 (ab) 0 (αc)十α2・(bc)
( 1 . 1 ")ab. cd十αc.bd十αd.bc
= (ab) 0 (cd)+(ac) 0 (bd)十(αd)0 (bc). 
どの Bernstein代数に対しても条件(1.1)を満た
す nontrivial な準向毅写像 ωは~M:に総立をする，
どの Bernstein代数Aもそのベき等元eに関して，
次のような部分空間の直和に分解される:
(1.3) A=EEWEBZ. 
ここにE，U， Zはそれぞれ次式で、与えられる.
(1.4) E=Ke， U= {uEA I eu之江1/2u}， 
Zコ {zEA I ez= 0 } . 
分解 cl.3)によりAのすべての元日はαコロ αe+u十
z (αEK， uEU， zEZ) と-~Çj:に表される.
切らかにω 〔αe)=α(αεK)，ω (u) =臼 (z)
o (uEU， zEZ).従ってe0 e=e， e 0u口 1/2u，e 0
z=1/2z， u 0 z口 uou'=zoz'=O.
以下にあげる性質は Bernst告m 代数A の一つのベ~
等5eeを閥定するとき，Aのeに対する分解 (1.3)
に関する援本的なものである.A. Wors.Busekrosは
AがK上有限次元の場合にはべき等元に関する分解
(1.3)は，A自身は一般にはべき結合的とは限らな
いが，ベき等元をもつべき総合的代数のいわゆる
Peirc巴分解に相当するものであることを示した.
また P.HolgateはAのすべてのベき等5eの集会は
い+u十u'I uEU}で与えられることを訴した.
(1.5) U'cZ， UZcU， Z'cU， UZ'=O. 
条件(1.1)からUのすべての元uとZのすべての
元Zに対して以下の等主えがなりたつ
( 1 . 6) u3 (口u'u)= 0 
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(1.7) u • uz= 0 
( 1 . 8) uz2= 0 
( 1 . 9) u' . uz= 0 
( 1 .10) uz . Z2= 0 
(1.11) (UZ)2ごと G 
(1 .12) u'z'= O. 
( 1 . 6)~ ( 1 . 12)の各々から線形化によって以
下の等式が得られる (cf.[4 J， lemma2) 
U， V，ωE:U， z， y， xεZ，とするとき
(1.6') u・U山 +V'wu十w ・1山口 0，
中、Hこ u'v+ 2u ・uv之江 O 
(1.7') u ・vz十uz'v= 0 
(1.8') u・zy=0 
( 1 . 9') uv・wz十vw・uz+ωu・vz口。
4ミHこが・ vz十 2uv・uz=0 
( 1.10') zY' xu+yx' zu+xy. zu= 0， 
特に z'・yu十 2zy . zu= 0 
( 1 .11') uz' vy+uy . vz= 0 ， 
特に uz・vz=0 ， uz・uy=O. 
( 1 .12') uv . zy= 0 ， 
特に uv . z'=u2 . zy= 0 . 
HolgateはZの部分空間U'に議日し， Bernstein代数
のコア (core)の機念を導入した Ccf.[ 1 J). 
Bernstein代数Aのコア βは次式で与えられる:
(1.14') B=Eauav， v=U'. 
関係式(1.5)により， vはZの部分空間で、あること
に注怒する.Holgateは以下の結果を得た:
命題2“おernstein代数Aのコア Bはがをふくむ
Aのイデアルで、ある 従って言語代数A/Bは零代数と
なる.([ 1 J， proposition3) 
命題3.Bernstein代数Aに対して， vのどの元も
Aのある元の平方に等しいならばv2=Oとなる.
([ 1 J， proposition6) 
2. Jordan代数性
Bernstein代数の，ベきさ李元をもっJordan代数に対
する代数的構造の類似性が分解(1. 3)およびその
性質(1 . 5 )から推測できる.しかしながら
Bernstein代数は一般にはJord叩代数とはならず，ベ
き結合性さえ満たさない. A. WorzωBusekrosは
B邑rnsteIn代数がJordan代数となるための必要十分条
件を求めた C[4 J， theorem3). ここではその条件が
さらに単純化できることを示し，その結果に基づいて
若子の事実を証明する.Worz-Busekrosが得た結果は
以下のとうりである:
K上のBernst号m代数A=EauazがJordan代数と
なるための必姿十分条件は，すべてのu，v， wE:Uと
すべてのz，y， x E:Z に対して以下の等式 (2. 1)~
(2. 6)がなりたつことである.
(2. 1) zy= 0， 
(2.2) uz . y+uy . z= 0 ， 
(2.3) u'v . z+ 2 (uz . v)u= 0 ， 
(2.4) (uz . y) z= 0 ， 
(2.5) u'v・u=0， 
( 2 . 6) (uz . y) u= O. 
まず (2.1)， (2.2)はそれぞれ次式と|則自であ
ることは明かである.
(2 . 1 ') Z2= 0 ， 
(2. 2') (uz)z= O. 
次にしめすように (2.3)，(2.4)はいずれも
(2 . 1 )と (2.2)から議かれ，残りの 2つはつね
になりたっている
( 2. 3)について.(1.7 ')からuz.v=…u・vz.
(1.6')によって (uωF-j山 zゆえに
(2.2)がなりたつとき (2.3)がなりたつ.
(2.4)について.uzE:Uだから (2.2)がなりた
てば (uz. y)z口一(uz. z)y右辺は (2.2')から O
となる.
(2.5)について.u'E:Zだから 0.7)と O.
6)によって，(u'v) u=一 (u'u)v= 0 
(2. 6) について • uzE:Uだから(1.7')と(1.
11' )によって， (uz， y) u=… (uz・uy)= O. 
以上にから次の給来をえる.
定理4.K上の Bernstein代数A=Eauazが
Jordan代数となるための必要十分条件は，すべての
uE:Uとすべての zE:Zに対して，等主主
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z'= (uz)z出。
がなりたつことである.
系.B己rnstein{'(;数A=EEBUEBZにおいて，V=U'の
どの元も Uのあるえの平方に等しいならば，Aのコ
アB=EEBUEBVはJordan代数となる.
証明.仮定から命題3によってい=0となる.
コプ βのZωpartはVであるからすべてのZEVに対し
てz'=コo. また zコロV'EV(vEU) ， uEU V.こ対して
uz' z=v'・uz=… 2vu・vz( 1 . 9')による)
エー 2vu . vv'口 0((1.6)による)• 日正~j 了)
次の定玉県はお巴rnstem代数においては，ベき結合伎
とJordan代数殺とはほとんどの場合同僚な概念であ
ることを示す.
定理5.KJの8日rれstein代数Aに対して，Kのtli
数が2，3， 5以外の場合はAがベき結合的であると
き，かっそのときにのみAはBernstein代数である.
証明.Kの係数手 2，3， 5の場合にはK上のfiJ換
代数がベき結合的であるための必i&!+分条件は恒等式
(2.7) (a')'=a(aa') 
がなりたつことである (cf.[3 p 130). 
Aの任jむの元α=αe+μ十zに対して
α，-α'e+ {日u十 2uz十z'}+ [μ'1 
さらに次式"1:'1ぜる.ここに{}はU成分， [JはZ成
分を表す.
( 2 . 8) (a')'=α'e+ 
{α'u+ 2α'uz十日、'}十〔α'u'J，
( 2 . 9) a(aa') α"e+ 
{日 3叶 2a'uz+よ α 'z'+~ z'十4 --， 2 
?α1州(3α+ 2)山山'z. z 
+ 2 (uz . z)計十〔α'u'J.
従ってすべての αEK，uEU， zEZに対して
( 2 . 8)と (2.9)が一致すればz'=0 ， uz . z口 O
がなりたち，前定理によってAはJordan代数である.
他方すべての Jordan代数はベき総合的であることは
既知の事実で、ある政明了〉
P. Ho!gateはBernst巴in代数のあるクラス(これを
Ho!gateは直交裂とよぶ)を抽出した.Bεrnstein代
数A=EEBUEBZが済交型であるとは，
(2.10) UV=O (V=U') 
がなりたつことを蕊味する.これに隠して Ho!gateは
次合証明をした (cf.[1 ， proposition4，5) 
陵交型 Bernst日in代数AコEEBUEBZにおいては，イ
デアルUEBVは4次ベき本性をもっ i.e.
(UEBV) '=0. このとき，V'=Oの仮定のもとでは
(UEBV) ，口 O.
(UEBV) '=0ならtま (UV)VcU'V=Oだ力、ら，
特に (uz)z= 0 (uEU， zεV)を得る.
(UEBV) '=0ならffV'cU'Vだ、から，特に z'=0 
(ZEV)となる.以上から次の結果がfぜられる.
命題 6.U紅交型Bernstein代数A=EEBUEBZにおい
て，すべての zεZがz'=0を満たせばAのコプβは
Jordan代数である.特にV'=Oがなりたつとき，コプ
βはJordan代数である.
3. Koecherの集合M (A) 
M. Koecherは(2 -torsionおよび 3-torsion宏もたな
L 、)任意の可換非結合的代数Aに対して，弱Jordan恒
等式で定義されるAの部分集合M(A)を導入し，その
一般的制ー質さと調べ，実解析への応用を示した (cf.
[ 2 J).その際次のようなopenq uestionを提起した;
Jordan代数ではなくて，しかも興味ある(ffJ換〉代
数Aと条件
(*) α， bεん1(A) 二争 j (a， b) εivf (A) 
を満たす nontrivia!な写像、 j:AXA->Aが存在する
カミワ
以下においてAがあるタイプの Bernst巴m代数の場
合にj(a， b)=abが条件(*)を満たすことを示す.
任意の可換非結合的代数Aに対して，M(A)は次の
ように主主義される:
すべてのb，cEAに対して等式〔弱Jordan恒等式〉
( 3 . 1) a' . bc + 2 ab . ac 
=a'c. b十 2a (ab' c) 
(a.ac)b+(日・ αb)ε+α(α ・bc)
を満たすすべての aEAからなる Aの部分集合を
M (A) とする.
(AがJordan代数のときはM(A)口 Aである)
以下では体Kの標数は2，3と異なると仮定し，ま
ずKJこのBernstein代数Aの元dがM (A)に属すため
の必要十分条件を調べる，式表現を簡潔にするため次
の記法を用いる • a， b， cEAに対して
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Sa (b， c}=ab.c+b' ac. 
命題7.Kーとの BernsteIn代数A=EEBUEBZにおい
て，Aの元αロ αe十u十zがM(A) iこ属すための必袋
ト分条件はαが次の号事式を満たすことである.
( 1 ) z'= 0 ， 
(2) uv' z= 0 ， 
(3) vz . z= 0， 
(4) 日zy=0， 
(5) z. zy口 0，
(6) u'y= 0 ， 
(7) Su (z， y) = 0 ， 
(8) (uv.y) z=O， 
( 9 ) Sv(u'， y) +αuv . y+ 2 (uz . v)y= 0 ， 
(10) Sv (uw， z)十 (v. wz) z= 0 ， 
(11) (uy . x) z-ト (uz. x) y-ト (zY'x) z 
+fsu札 x)
a2 。
(12)αz (yx)寸Su札 x)
Suz (y， x) 
α2 。
for al v， wEU， y， xE三Z.
，1iEI!Jl. (3.1)にふくまれる各式はb，cのそれぞれ
に測して線形であることとf<lu端の式はb，cの対称式で‘
あること主主立すると (3. 1)は以下の連立式と湾総
で為る:
(3.2) aγ+ 2 (ae)'=α'e . e+ 2 a (ae. e) 
2(a'ae)e十日・ ae2，
( 3 . 3 ) a'.ev + 2αe' av口 α'v'e+ 2a(ae. v) 
=α'e . v+ 2 a (av . e)
(a . av) e+ (a' ae) v+α (a' ev)， 
( 3 . 4) a'・ey+2 ae・αy=a'y.e+ 2α〔αe. y) 
出 a'e. y十 2a (ay . e)
= (α . ay) e+ (a' ae) y+a (a . ey)， 
(3.5)α2・vy+2av' ay口 α'Y'v-ト2a(av.y) 
出 a'v. y+ 2a (αy・υ〉
= (α ・αy)v+ (a・αv)y十α(α.vy)， 
(3 . 6) a'・vw+2 av . a卸 =a2w.v十 2α(αv.w) 
=α'v' w+ 2α(αω . v) 
= (α ・αω)v+(a.av)ω÷α (a. vω) ， 
(3. 7) a'. yx+ 2 ay . ax=α'x' y十 2a(αY' x) 
=α'Y' x+ 2a (αx' y) 
= (α ・αx)y+ (a' ay) x+a (α. yx)， 
(v， wEU， y， xεZ). 
ヒの各々の式は以下のように還元される.
(3. 2) z'= 0 . 
(3 . 3) uv . z= 0 ， vz . z= 0 . 
( 3 . 4 ) Su (z， y)や去u'z… αzy+z'y=0 ， 
Su(z，y)+z-zy+iz2ytizy， 2-if 2 
Su仇 y)+の+z zy=?αzy 
(3.2)のもとでは (3.4)は次式と[副院で、ある:
(3.4') z'zy=0，2Su(z，y) コヱazy，
u'・y=2Su(z， y). 
(3.5) 日Su(z， y) +auv'z 
+ 2 (uv . y) z+ 2 (vz . y) z= 0 ， 
Su (u'， y) +αuv. z 
-2 (uv . y) z+ 2 (u . vz) z= 0 ， 
aSv (z， y) (u'， y) 
÷fuu y+(uu z〉z+(24ωz
十(vy. z)z十(vz，z)y+(u' vy)z= O. 
(3.2)， (3.3)， (3.4')のもとでは (3.5)は
次式と向俗である:
(3.5') aSv(z，y)十日uv. y+ 2 (UV • y)z 
や 2(vz， y) z= 0 ， 
Sv(u'， y)+ auv' y-2 (u' vz)y= 0， 
αSv (z， y) +αuv. y= 0 
(3. 4')の第3式と (3.5')の第3式から
(:j:j:) Su (z， y) = 0 
が得られる.逆に(ヰギ) と(3 . 4 ')の第 3込えから
( 3 . 5 ')の第3式が得られるから(3.2) (3 
3)のもとでは (3. 4 ')と(3 . 5 ' )の総は次の
(3.4")と (3.5づのiflと問値である，
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(3. 4 ") z • zy= 0 ， Su (z， y) = 0 ， 
αyz= 0， u'y= 0 . 
(3.5") Sυ(u'， y)やαuV'y十 2(uz • v)y= 0 ， 
(uv • y) z= 0 
(3.6)αvW' zや 2Su(uω， z) 
十 2(v' WZ) z= 0 ， 
avw • z+ 2 (u' vw)z+ 2 (vw . y)y 
十 2(vω・z)z+2uz，v山口 O.
(3. 4 ")のもとではこれは次式と|司値である:
( 3 . 6 ') Su (uw， z) 十 (v• wz) z= 0 . 
(3 . 7) 2 (uy . x) z+ 2 (uz . x) y 
+ 2 (zy . x) z+u'x' 日2
十日Su(y， x) 十日zY'x+Y' z2x= 0 ， 
αz. yx寸su(y，z〉+fsz仏 x)
+ (ux' z) y+ (uy・z)x十 (z. yx) z 
+ (zx' z)汁 (zy. z) x一千戸 O
(3. 4つのもとではこれは次式と同イl自で、ある:
(3.7') 2(uy'x)z十 2(uz . x)y+αS" (y， x) 
+ 2 (zy' x) zーすyx=0， 
αz yz+fsu(y，z) 
-S悶 (y，x) 
2 α 。
Gt正明了〕
系 1.A=EEBUEJjZをK上のB巴rnstein代数とする.
すべての VEU，YεZに対して，
(3.8) vy.y=O 
がなりたてば，
α， bεM (A) -争 abEM(A) 
がなりたつ.
証明.(3. 8)は Su(y， x) = 0と向績である
(VEU， y， xEZ).仮定のもとでM (A)の条件
(1) ~ (12)を吟味する.
(3)， (7)は自切である(9 )， (10)は各々
(9' )αuv • y+ 2 (uz . v) y口 0，
(10') (v'叩z)z= 0 
に還元される.(5) と (3.8)のもとでは，
(uy . x)z+ (uz . x)y= (uz . y)x十(uz. x)y= 0， 
(zy . x) z=ー (zy'z) x口Oとなるから(11)は
α2yZ= 0に還元され，これは次式とi司値である:
(11') α江口 O. 
01' )のもとでは (4)，(12)は自明であり， (9') 
はさらに
(9") (uz.v) y出。
に還元される.従ってα=αe十u+zがM(A)に属す
ための必要十分条件はすべての丸山EU， y，xEZに
対して aが(1)， (2). (5)， (6)， (8)， (9勺，
(10')， (11')を満たすことである.
b， cεM (A).とする 01')によって，
b口u，+z" c出向+Z2 (UiEU， ZiεZ)と表される.この
とき，bc口u+z，ただし 1 U=UtZ2十U2Z!十ZIZZJ Z口u，
U2・
(1)について.
Z2= (U，U2) 2= (…1/2) uん22 (( 1 . 1 ')による)• 
u2'EZだから(6)によりど口 D
( 2)について.
uv • z= ((U，Z2十uぬ十Z向)u) (u，u，). 
ここで (U，Z2・u) (U，U2) 口一 (u，・UZ2)(U，U2) 
((1.7')による 0/2)U，2 (uz，・U2)(Cl • 
1 ')による)， uz，・u，εZだから(6)によってこれは
Oとなる.I可綴に (uぬ・ u)(U，U2)エコ O.(1.8')に
よってあz，・u=O. ゆえにuv. z= 0 . 
(5)について.
z. zy口 (u，u，)(u山・y) = 
-u， (u， (u向.y)) -u， (u， (u向 .y)) 
((1.6')による)， u，u，EZだからこれはOとなる.
(6)について.
u'y= (uぬ+u，z，十Z向)'y. ここで(1.11') と
(1.8)から (u，z，)2= (U2Z，) '= 0， (Z，Z2) 2= 0 . 
また(1.11') からUjZ2・U2Z，=-UjZl・U2Z2・
ゆえに (U，Z2・Uぬ)y=一 (u向・u向)y=0 
(u山 EUだから (9")による).(1.10')からuぬ-
Zぬ=(一1/2)Z22.UZ，= 0 ( 1 )による) 河様にU2
z，・Z，Z2=O.従ってu2y=0 
(8 )について.
(uv . y) z= ((u向 +uぬ十Z，Z2)v . y) (u，u，). 
ここで(1.8')により (z，z，)v= O. (U，Z2) vEZだ
から(1. 12' )により ((U，Z2・v)y) (U，U2) = 0 . 
問様に ((u戸1・v)y) (u向)= O. 
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従って (uv'y)z=O. b，cEM(β) とする. (11')によって，
( 9つについて b=u，十ZJt C出向十z，(U，EU， z，EV)と表される こ
(uz . v) y= ((u向 +u，z，十Zぬ )(u拘). v) y. のとき，bc=u+z，ただし，u=z，z， (3.12)によ
ここで ((u，z，・u，u，)y=(-1/2) ((u，'.u山)v) y る)， z=u，u，. 
((1.9')による)口 (1/2)((uん・ u，z，)y (( 1 . 系1の証明におけると全く同様にz'=0， uv. z= 0 
7' )による)= 0 (u，'uEUだから (9つによる).同 が示される.(1.8 ')によりu'=u'z，z，=0 . 
様に ((u，z，・u，u，)v) y口O.(1 .12' )から Z向・u， ゆえにu2y=O.従ってbcは(1)， (2)， (6)を満た
U2= O.ゆえに (uz. v) y= 0 . 
(10' )について.
(v . wz) z= (v (ω ・u，u，) (u，u，) = 
(ωv (u叫" 山 u仇2)η)(ω1μ.l，向 ) 一 (ωv (u偽"叫u向，)η)(ωu，似仇uぬ2ρ) 
((1.6')による).ここで(1.7')により v(u，・
山u，)口 -u，(v . wu，) 
ゆえに (v(叫1・wu，})(u，u，) 
一 (u，(v・ωu，)(u，u，)泣く1/2)u，' ((v・WU2)的)
((1.1')による) = 0 ((v・山u，)u，εZだから
(6)による).r司様に (v(u，・wu，)(u，u，) = 0 . 
従って (v. wz) z= 0 . 
(11')は自明.
以上によりbc=u十zはM (A)の条件を満たしている
からbcEM(A). 証明了)
系2.KJ二のi玄交:lliiBernstein代数A=EEBUElZのコ
プβ=EElUElV (V=U')に弁すして，
a， bEM (B)ニ;， abEM (B) 
がなりたつ.
証明 仮定のもとではUV=oであること，および
M (B)の条件にふくまれるZの元z，y，xはすべてVの
元であることに注意する.このとき
( 3 . 9) vy= 0 ， Sv (y， x) = 0 
(vEU， y， xEZ) 
がなりたっているから，M (B)の条件のうち (3)， 
( 5 )， (7)， (8)， (10)は自切であり， (9)は
( 9 ')αuv . y= 0 
に還元され， (11)はα'yx=0に，従って
(11') αエコ O 
に還元される.(11')のもとでは(4 )， (9')， (12) 
は!3fj)jとなるから，a=αe十u+zEB がM (B)に属
すための必望書十分条件はすべてのv，wεUとy，xE 
Vに対してαが(1)， (2)， (6)， (11')を満たすこと
である.
す(Cl1')は自明).従ってbCEM(β) . 
(証明了〕
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